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Introducéo (Aula 01)

Neste Curso de Analise de Estruturas Isostaticas, iremos abordar os modelos isostaticos
mais recorrentes nas faculdades de Engenharia, de Arquitetura e em concursos publicos, que sdo
as Vigas, Porticos, Vigas Gerber, Trelicas e Grelhas.

Para entendermos definitivamente e analisar corretamente estes tipos de estruturas, vamos
relembrar conceitos e defini¢cBes importantes, assim tudo ficara mais facil.

1. As Estruturas Isostatica

Os “desenhos” que sdo apresentados para nds na cadeira de Isostética sdo nada mais que
Modelos Matematicos que representam estruturas reais. Através destes Modelos Matematicos é
que somos capazes de determinar os esfor¢os envolvidos nas estruturas.

Vejamos os exemplos a seguir, relacionando a Estrutura real com o Modelo Matematico
que a representa, (Desconsidere o0 peso proprio da viga):
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Gabarito: A-2; B-3; C-1
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Os esforcos que somos capazes de determinar atraves destes Modelos Matematicos sdo:
os esforcos externos (ReacOes de Apoio), os Esforcos Internos, elaborar os Diagramas de
Esforcos Cortantes, dos Esforcos Normais, de Momento Fletor, e através deles dimensionar a
nossa estrutura.

Existem trés tipos de estruturas, as HIPOSTATICAS, ISOSTATICAS E
HIPERESTATICAS, para aprendermos a classifica-las vamos conhecer os Apoios e suas
Reac0es.

1.1 - Apoios

Os apoios tém a funcgéo de restringir os graus de liberdade das estruturas através de suas
reacOes de apoio. Nas estruturas planas, existem trés graus de liberdade:

1° - Translagéo no eixo X;
2° - Translacdo no eixo Y;

3° - Rotagéo.

1.1.1 — Apoio simples de 1° género. A

Os apoios do 1° género séo aqueles que restringem os esforcos em apenas uma direcéo,
ou seja, em um so eixo (eixo X ou Y). Permite a translacdo no outro eixo e a rota¢do. Tendo
assim, apenas uma reacao de apoio. Um exemplo para entendermos melhor é um Skate.

1.1.2 — Apoio de 2° género. A

Os apoios do 2° género sao aqueles que restringem os esforgos em duas direcfes, ou seja,
em dois eixos (eixo X ou Y). Ndo permite a translacdo, porém permite a rotacdo. Tendo assim,
duas reacg6es de apoio. Um exemplo para entendermos melhor séo as dobradicgas das portas.
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1 Rh

1.1.3 — Apoio de 3° género. %

Os apoios de 3° género também conhecidos como engastes, sdo aqueles que restringem
os esforcos em duas direcdes, ou seja, nos dois eixos (eixo X e Y) e ndo permitem rotacao.
Tendo assim, trés reacOes de apoio. Um exemplo para entendermos melhor sdo as varandas de
um prédio.

M

Rh — y >

4\
R : ’/}r\:
Rv —
Apoio Simbolos [ Reacoes de apoio

género vertical

Apoio simples de 1° é —A % %
Rv Rv
g> ‘D Rh _pg> R _..‘D
Apoio simples de 1°

género horizontal
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Apoio de 2° género

Apoio Simbolos Reacoes de apoio

VAN "N
vertical T

harizontal

Rv
e
Apoio de 2° género §> §>T
Rw

Apoio de 3° género Rh —P 7778777

Apoio de 3° género

vertical (engaste)

horizontal (engaste) T

1.2 — Classificacdo da Estrutura (Aula 02)

Agora que j& conhecemos 0S apoios e suas respectivas reacGes, vamos aprender a
classificar as estruturas. Como dito anteriormente, existem trés tipos de classificacdo da
estabilidade da estrutura: Hipostatica, Isostatica e Hiperestatica, para determinarmos precisamos
verificar 4 fatores:

Condicgoes de Equilibrio;
Graus de Liberdade;
Apoios;

Estabilidade e estaticidade.

Para uma estrutura ser classificada com HIPOSTATICA, o nimero de reacdes de apoio
devera ser MENOR que o nimero das Equacgdes da Estatica (Trés equacdes), ou quando oS
apoios séo insuficientes para garantir sua estabilidade. Veremos exemplos a seguir.
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Para que uma estrutura seja classificada como ISOSTATICA é preciso que 0 nimero de
restricdes (Reacdes de Apoio) seja rigorosamente IGUAL ao numero de equacOes da estatica no
plano que séo trés:

Y. Fx = 0 — Somatorio das forcas na direcdo horizontal igual a zero.
Y. Fy =0 — Somatorio das forcas na direcado vertical igual a zero
Y. Mo = 0 — Somatorio dos momentos no Ponto O igual a zero.

Outro fator é que a estrutura tenha restricdo tanto de TRANSLACAO NO EIXO X,
TRANSLACAO NO EIXO Y E ROTACAO.

Para que uma estrutura seja classificada com HIPERESTATICA é preciso que 0 nimero
de restricGes (ReacOes de Apoio) seja MAIOR que 0 nimero de Equac@es da Estatica.

Em resumo:

e N° de Reacdes de Apoio < N° de Equacdes da Estatica = HIPOSTATICA,;
e N° de Reacdes de Apoio = N° de Equacdes da Estatica = ISOSTATICA;
e N° de Reacdes de Apoio > N° de Equacdes da Estatica = HIPERESTATICA;

Usaremos seguinte equacédo para a classificacdo da estrutura:
Gh = N° de Incognitas — (N° de Eg. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

Vamos para os exemplos:

YA JAN

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eq. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

Exemplo 1:

Exemplo 2:

JANEEVANEVAN

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eq. do Plano + N° Inc. das Rotulas)
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Exemplo 3:

NANNNY,

/\

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

Exemplo 4:

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

Exemplo 5:

AN JAN

Gh = N° de Incégnitas — (N° de Eg. do Plano + N° Inc. das Rotulas)
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Exemplo 6:

/)

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

Exemplo 7:

Rotulas

0

5
Yt

N* Inc. = N* de Barras — 1

N®Inc. = 2 -1 = 1 Incognita
% T

N®*=N*deBarras =1

Gh = N° de Incégnitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rotulas)
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Exemplo 8:

JAN

Gh = N° de Incégnitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rotulas)

Exemplo 9:

Gh = N° de Incégnitas — (N° de Eg. do Plano + N° Inc. das Rotulas)
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Exemplo 10:

Gh = N° de Incognitas — (N° de Eqg. do Plano + N° Inc. das Rétulas)

1.3— CARGAS (Aula 03)

Na analise estrutural as cargas tém as seguintes classificacdes de acordo com a sua forma
de atuacdo:

e Cargas permanentes;
e Cargas acidentais;
e Cargas mdveis.

As cargas permanentes tém posicdo de atuacdo fixa sobre a estrutura e mantém-se
durante toda a sua vida util, como por exemplo, o peso préprio.

As cargas acidentais atuam sobre uma posi¢do fixa na estrutura, porém sua atuagédo &
intermitente, ou seja, variam de acordo com a situagdo como, por exemplo, a carga de vento, a
carga de ocupacdo de um edificio, entre outras.

As cargas moveis sao aquelas que ndo possuem posi¢édo fixa e sua atuacao é intermitente,
como um veiculo passando sobre uma ponte.

Essas cargas podem ser representadas como CARGAS PONTUAIS ou CARGAS
DISTRIBUIDAS.

10
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1.3.1 — Cargas Pontuais

As cargas pontuais representam a forca exercida por um elemento em um Gnico ponto,
onde é representada por uma seta, indicando sua direcdo e sentido, podendo ser perpendicular,

paralela ou inclinada ao eixo.

Y —

F

> X
Carga Perpendicular ao eixo x

vl\

Y 4

—_

Fi > X

F

(04

Carga Paralela a0 eixo x

v
-

Carga Inclinada

Uma carga pontual inclinada é a resultante de uma carga horizontal com uma carga
vertical, para determina-Ilas precisamos fazer a decomposicéo de forgas:

Fx sena:=&
cosa—? F
Fx = Fxcosa | Fy= Fxsena«a
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Neste exemplo as forcas Fx e Fy seriam:

Fx
cosoc=F—>Fx=F.cosoc
Fy
sen X = F—>Fy=F.senoc

Porém ha um jeito bem mais simples de encontramos os valores:

Veja na videoaula a explicacao:

Dica:
. F
Fy * Fx=
CYF_) * Fx=F com o angulo
X * Fx=Fxcos &

. Fy:
* Fy=F sem o angulo
* Fy=Fxsen

B
O

Agora pratique!!!

1.3.2 - Cargas distribuidas

As cargas distribuidas representam a forga exercida por um elemento em uma
determinada distancia. S8o apresentadas por uma unidade de forca/distancia. As cargas
distribuidas representam cargas como 0 peso proprio, carga de vento, carga de empuxo, carga de
revestimento, entre outras.
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As representacfes mais comuns sdo cargas distribuidas retangulares, triangulares e
trapezoidais.

A/@ AB A Y v W F v W 5 W b B

Cargas Pontuais Cargas Uniformemente
Distribuidas

/«rﬁﬂm mm
AN JAN: T A /\B

Cargas Distribuidas Cargas Distribuidas
Triangulares Trapezoidais

VVamos agora aprender a transformar cargas distribuidas em cargas concentradas.

1.3.2.1 — Cargas Distribuidas Retangulares

Para transformar a carga distribuida retangular em carga concentrada é bem simples.
Basta multiplicar seu valor pelo comprimento em que ela atua. O posicionamento da carga
pontual serd na metade do seu comprimento. EX.:

5 kKN/m

illlliil]]

3m
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1.3.2.2 — Cargas Distribuidas Triangulares

Para transformar a carga distribuida triangular em carga concentrada devemos calcular a
area do triangulo formado, e posiciona-la a 1/3 de distancia do angulo de 90°. EX.:

5 kN/m

¥ ¥ ll
A/@ AB

3m

A/é; AB

1.3.2.3 — Cargas Distribuidas Trapezoidais

As cargas trapezoidais sdo a soma de uma carga retangular com uma carga triangular e
tera assim duas cargas concentradas. O primeiro passo é dividir a area retangular e a area
triangular. Depois encontrar a carga concentrada de cada uma, respeitando suas respectivas
regras de posicionamento. EX.:

5 kKN/m

%él /\ 8 AN AN
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1.3.3 - Momento

A tendéncia de rotacdo que a forca F produz na barra, em relagcdo a um ponto, é chamada
de momento (M). A intensidade dessa rotacdo € dada por:

M=Fxd

Para forcas que ndo sejam perpendiculares ao eixo, é necessario fazer a decomposicédo
das forgas e encontrar seus componentes conforme aprenderemos no inicio desta aula.

O Momento de uma forca é uma grandeza vetorial: possui modulo, direcdo e sentido.
Sendo assim, durante os exercicios adotaremos sentidos positivos e negativos para ele.

1.4 Calculo de Reacéo de Apoio (Esforgos Externos): (Aula 04)

Como ja vimos, as reacGes de apoio sdo reagdes exercidas pelos apoios para combater 0s
esforgos solicitantes. Para determina-las precisamos das 3 equacGes da estética:

Y. Fx = 0 — Somatorio das forcas na direcdo horizontal igual a zero.
Y. Fy = 0 — Somatorio das formas na direcdo vertical igual a zero

Y. Mo = 0 — Somatorio dos momentos em O igual a zero.

Outra coisa importante é determinacdo dos sentidos positivos para os esforcos verticais,
horizontais e momento.

No calculo dos Esforcos Externos vocé podera defini-los desde que o use durante todo o
exercicio. Ja no calculo dos Esforc¢os Internos, vocé devera usar a convencao ja existente.

1.5 Célculo dos Esforc¢os Internos

Os esforcos internos de uma secdo transversal plana de um elemento estrutural sdo
definidos como um conjunto de forgas e momentos estaticamente equivalentes a distribuicdo de
tensOes internas sobre a area dessa se¢do. Sao eles:

» N — Esforco ou for¢a normal (esforco interno axial ou longitudinal) - O esfor¢co de normal
representa o efeito de tracdo ou compressdo de uma secao transversal de uma barra.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Elemento_estrutural
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equival%C3%AAncia_est%C3%A1tica
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ey [ I | e

Compressao

s N =)

Tracao

* Q - Esforco ou forca cortante (esforco interno transversal) - O esfor¢o cortante sera a
resultante das forcas que atuam no trecho isolado até o ponto em analise no sentido
ortogonal a barra. Esse esforco representa o efeito de cisalhamento em uma secdo

transversal da barra.

* M — Momento Fletor (esforgo interno de flexdo) - O momento fletor é a resultante
Momento de todas as forgas e momentos da estrutura isolada até o ponto em analise.
Representa o efeito de flexdo, em uma se¢do transversal da barra.

1.5.1 — Determinagéo dos Esforgos Internos

Para a determinacgédo dos esforgos internos de uma se¢do devemos conhecer a convencao
dos sinais positivos:

|
|

M ! M
|
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Para utiliza-la vocé devera fazer uma secdo na estrutura e ocultar um dos lados, o lado
retirado devera ser substituido pelo lado da convencéo correspondente. Exemplo:

Rv Rv

Ao isolarmos o lado ESQUERDO e apagarmos o lado DIREITO, devemos substituir pela
convencéo do lado DIREITO.

«—
-_____.h____

Ao isolarmos o lado DIREITO e apagarmos o lado ESQUERDO, devemaos substituir pela
convencéo do lado ESQUERDO.

111

SJ

1.5.2 Elaboragéo dos Diagramas de Esforco Normal, Cortante e Momento Fletor

Apos a determinacdo dos esforgos internos dos pontos relevantes € possivel a elaboragdo
dos diagramas, os quais serdo utilizados na analise e dimensionamento das estruturas. Através
dos exercicios dos proximos capitulos vamos aprender a determinados cada esfor¢o interno
relevante e a elaborar todos os Diagramas de Esfor¢os Normais, Esfor¢os Cortantes e Diagrama
de Momento Fletor.
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Moédulo 11 - Vigas

Neste modulo falaremos sobre as vigas, aprenderemos como calcular as Reacles de
Apoio, os Esforcos Internos e a elaborar os Diagramas de Esforcos Internos (Diagrama de
Esforco Normal — DEN; Diagrama de Esforgo Cortante — DEC; e Diagrama de Momento Fletor
— DMF)

2. AsVigas

As vigas sdo elementos unifilares, com eixos bem definidos que recebem cargas e as
distribuem para seus respectivos apoios. Sdo também um dos principais elementos estruturais na
engenharia, servindo como base para o desenvolvimento dos outros componentes estruturais,
como porticos e trelicas.

Aqui estdo alguns modelos de vigas comumente usadas na Engenharia/Arquitetura:

A A ]

Viga Biapoiada / Simplesmente apoiada Viga Engastada / Viga em Balango

oA yANNVANRRVANA

Viga Biapoiada com balango Viga continua

>

JAANAA Yo

Viga Continua com balango Viga Gerber

Pergunta: Dentre essas estruturas, quais delas séo isostaticas?

20
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2.1 - Exercicios:

Calcule as reacgdes de apoio das vigas a seguir e elabore os Diagramas de Normal,
Cortante e Momento Fletor de cada uma dela:

1) 12 kN

0| 4+—

pAY A

2,5m 2,5m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

yA

21
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Ponto C

Ponto B

=

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

Para a elaboragdo dos diagramas vocé devera usar os resultados obtidos no céalculo dos
esforcos internos, cada um em seu respectivo diagrama e respeitando o sinal.

No DEN (Diagrama de Esforgco Normal) o sinal POSITIVO fica ACIMA da linha de
valor ZERO, e 0 NEGATIVO fica ABAIXO da linha de valor ZERO.

No DEC (Diagrama de Esforco Cortante) o sinal POSITIVO fica ACIMA da linha de
valor ZERO, e 0 NEGATIVO fica ABAIXO da linha de valor ZERO.

No DMF (Diagrama de Momento Fletor) é o inverso!!!! O sinal NEGATIVO fica
ACIMA da linha de valor ZERO, enquanto o valor POSITIVO fica ABAIXO da linha de valor
ZERO.



Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

Ainda no DMF, ao ligar os pontos, vocé deverad seguir a seguinte observacdo. Caso 0
trecho entre 0s pontos ndo apresente cargas, ou seja, for um intervalo de CARGAS PONTUAIS,
entdo a linha serd um RETA (equacdo de 1° grau). Se o intervalo apresentar cargas, ou seja, for
um intervalo com CARGAS DISTRIBUIDAS, entdo a linha serd uma PARABOLA (Equagio
de 2° graus).

Entio agora vamos montar os diagramas:

12 kN

1
/AN

2,0m 2,0m

| |
! i
! i
| |
|
0 : :0 DEN (kN )
| | i
| | |
i i i
i i i
| i |
i i i
0; : 0 DEC(kN)
| | i
i i i
| i |
i i i
i i i
| | |
0, I 10 DMF ( kNm)
i | '
i i
| |
! !
! |
! i

23
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2)
5 kN/m

v V l v l \4 v l v

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

yA

24
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Ponto C

Ponto B

=

25
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3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

5 kNI/m
v v e vy
C B
[ Em |
| |
i i
i i
i i
i |
| 10 DEN (kN )
| i
| |
i |
| |
i |
| |
: 0 DEC(KN)
| |
i |
| |
i |
i |
i |
' |
I 10 DMF ( kNm)
i |
| |
| |
i |
i !
i |
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3)
2kN 10 kN

S e
7 I

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A
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Ponto B

m B

I B m |

Ponto C

28



Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

Ponto D

Ponto E

/X

29
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3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

<

=
o
o o E
A RTEN ~
] n
E
z g
~/o\
E
N —
k|‘B -
o
£
e

Z — E

X g <

: g 5

o o
. © _ . __ . _._ - T o _ _ ____
||||||||| Lommmmm i
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4)

8 kN/m 8 kN/m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

yA
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Ponto B

8 kN/m

Ponto C

/X

32
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3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

8 kN/m

8 kNfm

1 | ]
1 ] 1
| 3m |_ 3m |
| i |
| i |
i i |
| ' |
0; : 10 DEN(KN)
| ! |
i ! i
i ._ i
| i |
| | |
| i |
| I |
| i |
0 : 10 DEC(kN)
| I |
| ! |
| ! |
| I I
| i '
! i '
| I I
| i |
| ! |
0 : 0 DMF ( kNm)
| I i
| i '
i i i
i | i
! i |
| I |
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5)
3 kN/m 12 kN 4 kN/m
vy v Yy VvV VY \300 vV VvV Vv Vv
A B C D E
/777 f—
| } | } |
2m 1,5m 1,5m 2m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A



Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

Ponto B

T
A

2m
Ponto C
3 kN/m 12 kN
Yy ¥y ¥ v Y A’ou
A B C
777
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Ponto D
4 kN/m
Y Y A 4
D E
f |
2Zm
Ponto E
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4 kN/m

RN

12 kN

o

3 kN/m

vy vy y

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

0 DEC(kN)

0 DMF ( kNm)
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38

6)
9 kN
5 kN
v 3 kN/m v
Yy v Vv A 4 vV VY vV V A 4 A\ 4 vV Vv A\ 4 A 4 I:;

2,5m 2,5m 2m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A
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Ponto B
9 kN
3 kN/m |
Yy vY Y h 4 Yyv
A
/TT77
2,5m
Ponto C
5kN
3 kN/m v

2m
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Ponto D

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

5 kN

A J

Y

3 kN/m

h 4

Y

Y

h 4

Y

Y

Y

Y

9 kN

A 4

Y

h 4

h 4

h 4

h 4

Y

Zm

2,5m

2,5m

0 DEC(kN)

0 DMF { kNm)
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7)

6m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A
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Ponto B

1A B
i A A A A A
3 kN/m
| I
3m

Ponto C
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3 kN/m

A A O i

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

z — £

X 2 g

z : :

o a
e °© __ ___ __ - S © _ _____._
||||||||||||| e b
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8)
7 kN/m 5 kN
NX_ VY v V.V VY X~ _‘._4_Sj
A B C
| I I
5m Im

1° Passo — Célculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A
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Ponto B
7kN/m
r i ¥ v Yy ¥ ¥
-~

A B
I I

5m

Ponto C
5 kN
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3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

(111 i

Lm | 1m |
| | |
! i !
| | |
! | !
| i !
| i |
| i I
0 | 10 DEN(kN)
i i i
| | |
| | |
| i |
| i |
| | |
| | |
| | |
0; : 0 DEC(KN)
i |
| | |
| i |
| | |
| | |
| | |
| | I
i i i
i i i
0; | 0 DMF ( kNm)
| | |
| | |
| | |
| | |
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9)

] wewm 1T

I 8/ c

3m 3m 4m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Célculo dos Esforcos Internos

Ponto A

2kN/m

47



Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo |l - Vigas

Ponto B
q 8 kNm
j A B
| 3 m 1
Ponto C
il 8 kNm

.Y

48
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Ponto D

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

2 kN/m

‘\8 kNm
s/

4 m

Im

3m

0 DEC{kN)

0 DMF { kNm)
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Curso Analise de Estruturas Isostaticas

CANAL O CALCULISTA

2
2
S

&
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Modulo 111 — Porticos

3. Porticos

Neste modulo falaremos sobre os Poérticos, que sdo modelos estruturais planos de uma
estrutura tridimensional, formado por elementos lineares, conectados de forma a resistir esforgos
normais, cortantes e aos esforcos de flex&o.

O calculo dos Esforcos Externos € igual das vigas, tendo atencdo ao braco de alavanca da
forca em relacdo ao ponto em analise.

Ja no célculo dos Esforcos Internos, devemos considerar as colunas como vigas e a
convencao dos sinais positivos da seguinte forma:

B C
D
Fi
e Y
bl
A Ble c)c D
o I I -
I I .-"| .
-. | | |
Y | | ]
I I /
kY I I
. | | J/
S I I A
e I I -
"'\-\._‘__\- . —~
T—— —I A D I T }
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r—\§1 F/’"‘i
+ |—®HN - + -
]
-_:l'-__ .
+
(e BRE)

-
L

i

Y
=
F
(- 3y
+ +
A
prAS

=

Importante observar que nas COLUNAS DOS PORTICOS, valores de NORMAL agora
estdo no eixo Y, e os valores das cortantes estdo no eixo X.

A melhor forma de aprendermos isso é praticando.

Entdo vamos aos exercicios:

Anote aqui as suas duvidas:
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1)
2,5 kN/m
\ A \ 4 \4 y y \4
C D E
3m
17kN—>| B FA
S 3m
A

5m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Célculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A
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Ponto B

17 kN—»
B

Ponto C — Coluna

17 kN—> B i

3Im
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Ponto C - Viga
2,5 kN/m
r A 4 Y A ) 4 v
c D E
am
A
5m
Ponto D
2,5 kN/m
A Y Y
D E
3m
F
—_—

2,5m

55



Curso Analise de Estruturas Isostaticas — Médulo 11l - Pdrticos

Ponto E - Viga

2,5 kN/m

CT

17 kN—» B

A

Ponto E - Coluna

3m
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Ponto F

>

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

DEN (kN) DEC (kN)
C D E C D
B F B
A A
A A
DMF (kNm)
C D E
B F
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2)

12 kN/m

1,5m

D '«<— 15 kN

' 4,5m '

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Célculo dos Esforcos Internos

Ponto A
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Ponto B

]
Y v vV
A1
-

: 2.25m

Ponto C (Viga)

12 kN/m

A Yy v Y Y Y h 4 hd

Ponto C (Coluna)

1,5m

D '«—— 15kN
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Ponto D

D «—— 15 kN

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

g
ﬂA B C

DEN {kN)

DEC (kN

DMF (kNm)
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3)
3 kN 3 kN 3 kN
| } I
c D E/\
2m
B [«— 4 kN 4
2m
A
/777
I I I
3,5m 3,5m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A

A
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Ponto B
B 4 kN
2Zm
A
Ponto C (Coluna)
le
2m
B +— 4kN
2m
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Ponto C (Viga)

3 kM 3 kM 3 kM

! ! }

35 m 35m
Ponto D
3 kN 3 kN
D E/
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Ponto E

3 kN

l
ZAN

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

3 kN 3 kN 3 kN
| } I
C D E T
2m
B l«— 4kN 1
2m
A

3,5m 3,5m
C D E
B
DEC (kN)
A

DEN (kN)

DMF (kNm)
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4)

7 kN c D E/\

— 2,5m

2,5m

F55m t25m 5m | 5m '

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A
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Ponto B

7 kN
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Ponto C (Coluna)

7 kN C
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Ponto C (Viga)
8 kM
{(\ED"

C D EA

| I [l

' Em ! Em !
Ponto D

8 kN
~ 60°

5m

2.5 m

2.5m
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Ponto E

e/ \

3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

&kN

>

7kN C

" 25m ' 2,5m 5m " 5m !

A DEC(kN)

A DEN { ki)

DMF (kNm)
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5)
2 kN/m
EEEEEEEEEEESE
C D E F G
H [«—— 5kN
B(‘\ 3 kNm
1,5m
A |
I | | I
Im 4m 1m

1° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

2° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A

YA
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Ponto B
. m 3 kNm
B
1,5m
A
Ponto C
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Ponto D - Coluna

D
1,5m
B'("\.l 3kNm |
1.5m
A

Ponto D — Viga menor

2 kM
Yy vy
C D
—
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Ponto D — Viga Maior

2 kN/m
lDHlﬁlHF li -

Ponto E

2 kM/m

tY v v v

H |[#+— 5kN T
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Ponto F — Viga Maior

__le!anHHEHlFl
| L By ) 3knm
AA
e — |

Ponto F — Viga Maior

2 kMNSm

Ll

F G

F—A
Im
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Ponto F — Coluna

H |4— 5 kN

Zm

u,
-

1m

Ponto G
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Ponto H

H +—5kN —

2m

=

Ponto |

>_
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3° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

DEN (kN)
C D E F G
H
B
A

DEC (kN)
c D E F G
H
B
A

DMF (kNm)
c D E F G
H
B
A

>
ID>—
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2
2
S

&

»Modulo 1V
Vigas Gerber
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Modulo IV — Vigas Gerber

4. Vigas Gerber

Uma Viga Gerber é composta por vigas hipostaticas e isostaticas que se apoiam entre si
através de articulagGes fixas ou moveis, formando trechos estaticamente determinados, ou seja,
possibilitando assim a determinacédo dos esforgos normal, cortante, e momento fletor apenas pelos
principios da estéatica.

Essas articulagfes fixas ou moveis sdo denominadas Dentes Gerber ou Rotulas, no qual
apresentam o valor de Momento Fletor nulo.

Uma Viga Gerber é dividida em trecho CEP (Com Estabilidade Prdpria) e trechos SEP
(Sem Estabilidade Propria). O calculo para a determinagdo dos esforgos externos deve ser iniciado
pelo(s) trecho(s) SEP e posteriormente o(s) trecho(s) CEP.

As vigas Gerber sdo muito utilizadas em estruturas como pontes e estruturas pré-moldadas,
onde fica facil a observacéo dos elementos de ligacéo.

Exemplo de Viga Gerber:

— =

O
O

>
>
O
0
>
>
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1) 20 kN

12 kN 10 kN/m *30°

l l vV VY fL v vV .Yy vV Vv A\ 4 \4
B

1° Passo - Andlise das secfes CEP (Com Estabilidade Propria) e SEP (Sem Estabilidade Prépria)

<+

12 kN 10 kN/m 10 kN/m / 30°
l I 1 v (J} l vy v l v l \
B D

2° Passo — Calculo dos Esforcos Externos das Estruturas SEP

20 kN
10 kN/m N\ 30°

$ Yy Yy v A\ A 4 v
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3° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas CEP

12 kN 10 kN/m

rvé
D

o |l—

4° Passo — Célculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A

Ponto B
12 kN
A B
/
"
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Ponto C

12 kN

3
>

1m Im

Ponto D
20 kN
10 kN/m »30°
v A4 \J \ 4 \ 4 Y A\
D E F
f | I
2,5m 25m
Ponto E
20 kN

*\30° 10 kN/m

Yy Y Y A4
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Ponto F

5° Passo - Elaboracdo dos Diagramas

20 kN

Ll
-l
. £
o )
3 -
/A-.'V ™
—>| W £
—p
£
|v )
€ o
~——
=
=
o300 ~
L |
—
-
—
gk
lA_ 4
£
—
<
~ > 0 —
]
-
—

0 DEN(kN)

0 DEC(kN)

0 DMF { kNm)
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2)
21 kN/m
9 kN/m 16 KN/m
Y ¥ YV v vy vXv v X v v v v ¥vwvwvYy
A B C D E F
/7T77 j— —_— 777
1 1 1 1 ]
: 4m " im ' Zm im ' 4m '

1° Passo - Andlise das secoes CEP (Com Estabilidade Prépria) e SEP (Sem Estabilidade Propria)

21 KN/m
£ A A 4 L
C D
e
2m
9 kN/m 16 kN/m
Y ¥ ¥Y Y v Y ¥ V‘}) £ Y A
A . Y v 4 ¥y ¥ Y
C D E F
IT77 e et
‘ . . = 777
' 4m ©oim ’ : !
1m 4m

2° Passo — Calculo dos Esforcos Externos das Estruturas SEP

21 kN/m
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3° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas CEP

9 KN/m
Yy Y \ A 4 \ 4 y¥Yy A 4 $
777 j—
f 4m T 1m 1
16 kN/m
é Y A 4 A 4 A 4 Yy vy
D E F
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4° Passo — Célculo dos Esforcos Internos

Ponto A

A

Ponto B
9 kN/m
I
A B
/777 ju—
[ i :
Ponto C

4m im
Ponto D
16 KN/m
g A y Y N Y A J
D E F
= 777
l

82



83

Curso Andlise de Estruturas Isostaticas — Mddulo IV — Vigas Gerber

Ponto E

16 KN/m

A 4

A 4

h 4

A 4

4m

Ponto F

5° Passo — Elaboracdo dos Diagramas

21 kN/m

A 4

A 4

16 KN/m

A 4

A 4

A 4

A 4

A 4

A 4

A4

9 kN/m

A 4

Y

Y

h 4

Y

Y

Y

Y

a T

4m

1m

2Zm

Im

4m

— _ E

=

g E: 2

= O w

o] = z
SEUUE e . o .. o
e b L
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3)
1,2 kN/m
7 kNm Ll l l
;I Y 5 A 4 \ A 4
A Be C D E
" 13m 13m  2m = 2m

1° Passo - Andlise das secfes CEP (Com Estabilidade Propria) e SEP (Sem Estabilidade Prépria)

L L e vy

2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas SEP

1,2 kN/m

g v v Y Y Y Y

C D E
L
|
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3° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas CEP

4° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A

Ponto B
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Ponto C

Ponto D

Ponto E
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1,2 KN/m

ey

7 kNm

5° Passo — Elaboracdo dos Diagramas

Curso Andlise de Estruturas Isostaticas — Mddulo IV — Vigas Gerber

0 DEN(kN)
0 DEC(kN)
0 DMF { kNm)
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4)

c D T FL
10,25 kN

"15m 15m 25m 15m 15m

1° Passo - Andlise das secdes CEP (Com Estabilidade Propria) e SEP (Sem Estabilidade Prépria)

O O r——
Oe—

D
i
25m
8,2 kN
E
A B C D F
10,25 kKN

I T 1 |—|'—‘|
1.5m 15m 1.9m 1.5m
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2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas SEP

15 KN/m

1]

D

—
25m

3° Passo — Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas CEP

8.2 kN
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Célculo dos Esforcos Externos das Estruturas CEP

E
D F

10,25 kN
15m 15m

4° Passo — Calculo dos Esforcos Internos

Ponto A
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Ponto B

8.2 kN

1.5 m

Ponto C

15 KN/m

Ponto D

D F
10,25 kN

15m 1.5m
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Ponto E
E
F
10,25 kN
 —
1.5m
Ponto F

92



93

Curso Andlise de Estruturas Isostaticas — Mddulo IV — Vigas Gerber

5° Passo — Elaboracdo dos Diagramas

15 KN/m

8.2 kN

10,25 kN

1.9m 1,5m

2.5m

— —_ £

Z

2 2 <

= ey [T

Ll

o a 3
|||||||| o e e __
||||||||| R
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2
S

&
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Mdédulo V — Trelicas

Neste mddulo falaremos sobre as trelicas planas, aprenderemos como calcular as Reacdes

de Apoio, os esforcos de normal pelo Método dos Nés e pelo Método das SecBes ( Método de
Ritter).

5. Trelicas

Como surgiram as primeiras trelicas?

Uma das aplicagbes mais antigas é a do engenheiro romano Apollodorus, que construiu
sobre 0 Rio Danubio uma ponte de trelicas por volta de 105 d.C.

Foi durante a Revolugdo Industrial do século XIX, com a falta de ferro forjado na Europa

e devido a expansdo de linhas ferroviarias, que o uso das trelicas ganhou forca e diversos
modelos foram desenvolvidos.

As trelicas surgiram como um sistema mais econémico para vencer vdos cada vez
maiores e com cargas mais elevadas. A seguir vamos conhecer os principais modelos de trelicas:

Modelos de Trelicas

-

A Treli.gade‘Fink A Y A

o » . ‘/‘p - - * - .
o | P ’ ¢ )

& -

A TreligadeHowe A A . s ) s . A

re » ! .

o L -

K 4 | | ) h N N ‘ 4
A Treliga de Pratt A ZS " R JAN

\

_ - - -
A Trelica de Warren A A A

Trelica de Warren Modificada
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O que € uma trelica?

Uma TRELICA é um modelo estavel de estruturas reticuladas, cujas barras possuem em
suas extremidades articulagGes completas denominadas ROTULAS ou NOS.

No modelo estrutural trelica as cargas sdo aplicadas somente nos noés, assim, existe
apenas um esforco interno nas barras, o Esfor¢co Normal, que ndo varia ao longo da barra.

Veja exemplo na videoaula.

Classificacéo das Trelicas Planas

Uma trelica plana pode ser classificada em hipostéatica, isostatica ou hiperestatica. Para
definir sua classificagdo precisamos conhecer seus componentes:

—— Barras
O  NOs
Or AN, L\ Apoios

Exercicios Praticos

Classifique as estruturas abaixo como treligas hipostatica, isostatica ou hiperestatica:

a)

N° de Barras N° de Reag0Oes de Apoio N° de Nés
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b)

A

N° de Barras N° de Reagdes de Apoio N° de Nés

N° de Barras N° de Reacgdes de Apoio N° de Nos



Curso Anélise de Estruturas Isostaticas — Mddulo V — Trelicas Planas 98

Métodos para obtencdo dos esfor¢os da Trelica Plana

Em trelicas, como j& dito anteriormente, as cargas sdo aplicadas sobre os nos, sendo
assim os Unicos esforgos internos serdo os ESFORCOS NORMAIS.

4 4

Esforco Normal Tipo de acao sobre a barra
F F
NEGATIVO (=) COMPRESSAO — —
COMPRESSAOQ (-)
F F
POSITIVO (+) TRACAO = —
TRACAO (+)

Para obté-los poderemos usar dois métodos:

e Método dos Nés

NAB

A

A a
50 kN — /<> NAD

F
&
/
B i
L

l

33,3kN
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e Método de Ritter ou Método das Secdes

]
2,
]
F ' G H NFG
L
1
8 MNBG
¥m 1
1
|
A MNBC
a a a a Ha—J A
A B 1 C D f AE
/—}%7 ; —
2
I t + t {
xm xm XxXm xm

5.1 - Método dos Nés

O Método dos Noés consiste em analisar cada n6 isoladamente, estudando seu equilibrio.
Esse método deve ser iniciado pelos nds que possuam apenas DUAS BARRAS (duas incdgnitas)
pois se vocé escolhe um n6 com mais de duas barras nao sera possivel a solugédo do sistema.

NAO PODE!

E NFE ([ F

/

PODE! WIS

—— O
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Roteiro para o Método dos NGs

1° Passo — Célculo das Reagbes de Apoio;

2° Passo — Escolher o n6 a ser analisado;

3° Passo — Aplicacdo das equac@es de equilibrio no nd escolhido (ZFy e ZFx);
4° Passo — Ir para o0 proximo né.

Atencao!!

Muito cuidado na resolucéo de cada né pois esse método apresenta o problema de
acumular erros, caso vocé erre um esforgo vocé errara todos os subsequentes.

ESFORCOS NORMAIS

Esforco Normal Tipo de acao sobre a barra
F F
NEGATIVO (-) COMPRESSAOQ — i
COMPRESSAQ (-)
F F
POSITIVO (4) TRACAO -~ —
TRACAO (+)

Exercicios de Método dos N&s:

1) Determine os Esforcos Normais de todas as barras da trelica a seguir e as Reac0es de
Apoio utilizando o Método dos Nos.

D 50 kN -

4m

3m 3m
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1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Calculo dos Esforcos Externos

3° Passo — Célculo dos nos

NO A

NAD
A A

Ha =50 kN € l NAC

Va=33,3 kN
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N6 B
NBD \
53°
NBC <— B
VB = 33,3 kN
Ponto C
NCD
NCA NCB
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4° Elaboracdo do Diagrama de Esforcos Normais

A A

2) Determine os Esfor¢os Normais de todas as barras da trelica a seguir e as Reacdes de
Apoio utilizando o Método dos Nos.

16 kN
A
E F
8 kN « -
B 3m
o o
A 0 D 1
@ B ¢ /\
A 4
25 kN I
L 1 L 1
T T T
2m 4m 2m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:
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2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos

3° Passo — Calculo dos nés

N6 A

NAE

A
Ha = 8 kN —>2 L% S NaB

!

Va=5,25kN
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N6 E
E
8kN =€ NEF
NEA l
NEB
Ponto B
NBE
NBF
B /
NAB 9 NBC
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N6 D
NDF
oC D
NCD T
Vd = 3,75 kN
Ponto C
NCF
C
NCB NCD

25 kN
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4° Elaboracdo do Diagrama de Esforcos Normais

3) Determine os Esforcos Normais de todas as barras da trelica a seguir e as Reagdes de
Apoio utilizando o Método dos Nos.

15 kN 10 kN
A Y l _
45° D 45° F
¢ 2m
B 45°
ﬁ/ E a
2m 2m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:
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2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos

3° Passo — Célculo dos nos

N6 A

35 kN €
A\I_So

NAC

NAD
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N6 B
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NO F

10 kN

NFD <——
45° %F

NFE

15 kN

NAD NDF

/55

NDC NDE
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4° Elaboracdo do Diagrama de Esforcos Normais

4) Determine os Esfor¢cos Normais de todas as barras da trelica a seguir e as Reagdes de
Apoio utilizando o Método dos Nos.

§>A -

25 kN T

5m

7m im

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:
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2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos

3° Passo — Célculo dos nos

Va =14 kN
A

Ha = 32,1 kN €—A

0\

NAE

NAB
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N6 B

NBA

NBE
oC
Hb = 7,1 kN NBC

B

N6 D
NDE
oc D

NDC l

14 kN
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N6 C

NCB NCD

4° Elaboracdo do Diagrama de Esforcos Normais

§>A

114
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5) Determine os Esfor¢cos Normais de todas as barras da trelica a seguir e as Reac0es de
Apoio utilizando o Método dos Nos.

3m

2m

4m 4m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo dos nos

N6 A

Ha = 50 kN

Va = 6,25 kN
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N6 D
——————————— 50 kN
oC
NDA NDB
NDC
0B

Vb =31,2 kN
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4° Elaboracdo do Diagrama de Esforcos Normais

5. 2 — Método das Sec¢des — Método de Ritter

Diferente do método dos nés, 0 Método das Secdes (Método de Ritter) permite obter os
esforgos de até trés barras por andlise, sendo assim muito aplicado em trelicas com grande
namero de barras.

Seu metodo usara as trés equacdes do plano: ZFy, ZFx e ZM.

Roteiro para o Método das Secoes

1° Passo — Calculo das ReacGes de Apoio;
2° Passo — Definir a secdo que devera:
a. Atravessar toda a trelica dividindo a em duas partes;
b. Interceptar no maximo 3 barras.
3° Passo — Aplicacéo das equacdes de equilibrio na secédo escolhida (ZFy, ZFx e ZM);

4° Passo — Ir para a proxima secao.
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Esforco Normal Tipo de acao sobre a barra
F F
NEGATIVO (-) COMPRESSAD — l—
COMPRESSAQ (-)
F F
POSITIVO (+) TRACAD o —l
TRACAO (+)
Exemplo:
F G H
/0
Ym
A a . a a, a/\
A /\ B C D £
777
|
xXm xm xm xXm
Corte 1
11 F G H
|
' NAF
/8
1
Y m . a
i H A MNAB
al a a a a—
A : B C D E
1 Va
|
|
xm xm xm xm
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Corte 2
]
2,
]
F ' g H NFG
[
a8
MBG
Ym 1
]
]
a a 1 a a Ha—'ﬁ' ‘ NEC
A;:"_n: B 1 C D /\E
' —
2.
L : 1 '] ]
xm Xxm Xm Xm
Corte 3
1
3!
! NHG &1
F G ! H
]
a
NDC
Y¥'m L
. ; a
a a [ a a NDC b E
A B cou D E
e S t
3! Ve
_
L L !. L ] xm
xm xm xm xm
Corte 4
F G H 14
T (]
1 MEH
g
Ym . il
' E
1 NED
a o sl 1 a —
- |
A.-'_:"'_n: B C D, /\E T
| Ve
14
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Exercicios de Método das Sec¢des (Método de Ritter):

6) Determine as reagcOes de apoio e os esforcos de normal das barras EF, BF e BC
utilizando o Método das Secdes.

14 kN «— F S L14KN +
25m
“ A
A A\
7 kN 7 kN
! 3m : 3m : 3m :

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo da Secdo EF, BF e BC

14 kN NEF T

2.5 m
/41
A » NBC
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7) Determine as reacdes de apoio e os esforcos de normal das barras CE, CF e DF
utilizando o Método das Secdes.

E F
8,1 kN > -
4,5m
D
c «+— 6,5 kN +
45 m
A B 1
777 —

45 m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Calculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo da Secdo CE, CF e DF

<
NCE < NDF

D
c +—65kN -

45m

>3

4.5 m
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8) Determine as reacdes de apoio e os esfor¢os de normal das barras FG, BG e BC
utilizando o Método das Secdes.

G« 38kN
23 kN 23 kN

25m

2m 3m 3m 2m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo da Secdo FG, BG e BC
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9) Determine as reacdes de apoio e os esforcos de normal das barras CE, DE e DF
utilizando o Método das Secdes.

T E|>A 15 kN
!

- ‘L/B

3,5m 3,5m 3,5m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Célculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo da Secdo CE, DE e DF

oD
15 kN

2m l
10 kN

+ Cye—
2 >\
" o NCE

NDE

o <6
2 NDF

B D

35m
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10) Determine as reacfes de apoio e os esforcos de normal das barras EF, EC e BC
utilizando o Método das Secdes.

E F
T 18 kKN —» &+— 22 kN

2m

1,5m 2m 1,5m

1° Passo — Verificacdo da Estaticidade:

2° Passo — Calculo dos Esforcos Externos
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3° Passo — Célculo da Secdo EF, EC e BC

E
T 18 kN —» MNEF

2m NEC

- » NBC
A ¥

130
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Curso Analise de Estruturas Isostaticas

CANAL O CALCULISTA

©
2
3
28

» Modulo VI
Grelhas
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Modulo VI — Grelhas

6. Grelhas

Neste modulo falaremos sobre as grelhas, que sdo estruturas formadas por elementos de
barras retilineas ou curvas, posicionados em um mesmo plano, submetidas as agdes externas que
atuam perpendiculares ao plano da grelha.

Essas cargas criam na estrutura solicitagdes de Esfor¢co Cortante, Momento Fletor ¢
Momento Torcor.

Podemos observar que nio aparecem aqui o Esfor¢o Normal, tendo em vista que, como
dito anteriormente, as cargas sio aplicadas perpendiculares ao plano, como na imagem a seguir:

Também podemos notar que agora aparece um novo esforco, denominado Momento
Torcor, esse tipo de Momento ocorre quando hd uma rotagdo entorno do proprio eixo
longitudinal:

X

&
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Estaticidade

Com essas duas observagdes, de que ndo temos Esforco Normal e sim Momento Torgor,
como ficam entdo as Equagdes da Estatica que antes eram ), Fy =0, Fx =0, > M = 0?

Como podemos observar agora em nossos eixos de referéncias, notaremos que das 6
equacdes da estatica disponiveis, apenas 3 (trs) atuaram para o equilibrio do sistema estrutural:

Sendoelas Y, Fy =0, Mx =0, Y, Mz = 0.

Y
A

> X

Z

As demais equagdes ). Fx = 0, ). Fz = 0, Y, My = 0 serdo apenas identidades, pois ndo
terdo componentes nas dire¢des x e z, nem formardo momentos em torno de Y, por serem
paralelas. Obs.: Deve sempre observar os eixos dado no exercicio!!lllll!

Onde podemos encontrar as grelhas?

As grelhas podem ser vistas na construgdo civil em estruturas como lajes nervuradas,
combinagdes de vigas interligadas e apoiadas em seus pilares, que recebam cargas verticais.
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Tipos de grelhas

Os tipos mais comuns de grelhas sdo:

Grelhas em balanco:

NAANY,

Grelha triapoiadas:

Viga-balcdo: (Sussekind, 1981)
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Classificacio das Grelhas

Como o préprio Sussekind, 1981, relata em seu livro, tendo em vista a definicdo de
grelha, ndo hé a necessidade de restringir possiveis deslocamentos paralelos ao eixo xz, pois as
acdes externas ndo terdo componentes atuando na horizontal.

i
!

' Sussekindg, 1981)

Classificacio das grelhas

A partir disso, vamos para a classificacdo das grelhas, que podem ser classificadas em:
HIPOSTATICAS, ISOSTATICAS E HIPERESTATICAS.

As grelhas HIPOSTATICAS, sio aquelas que apresentam um niimero inferior de apoios
em relacdo as Equacdes da Estatica.

As grelhas ISOSTATICAS, sio quando apresentam apenas trés incognitas a determinar,
assim tera o mesmo nimero de incdgnitas disponiveis (), Fy =0, Mx =0, Y, Mz = 0).

As grelhas HIPERESTATICAS, sdo quando apresentam quatro ou mais incognitas.

Convencao de Sinais — ESFORCOS EXTERNOS

Como agora estamos falando em dois momentos, o Momento Torgor e 0o Momento Fletor,

vamos adotar uma regra conhecida por todos para adotarmos os sentidos positivos € negativos: a
regra da mao direita.

Sim, aquela regra usada em muitas matérias onde o SENTIDO POSITIVO sera o nosso
POLEGAR.

Entdo funciona da seguinte maneira, se o sentido do “polegar” do momento (Mx ou Mz)
analisado, foi igual ao sentido do eixo (x ou z) entao sera POSITIVO, caso contrario, NEGATIVO.

Usaremos como valores dos eixos positivos a seguinte referéncia:
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¥
A

—=
& X

r

Z

Roteiro para calculo de grelhas:

1° Passo — Calculo das Reacbes de Apoio

2° Passo — Equilibrio das Barras

3° Passo — Esforgos internos

4° Passo — Montagem dos Diagramas de Momento Torgor, Cortante e Momento Fletor.

Dica: Para o cdlculo das Reac¢des de Apoio vocé podera deslocar o eixo de referéncia
de forma a facilitar a determinac¢des das R.A.

Anote aqui suas observagoes:

Vamos para os exercicios:
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1) Calcule as Reacdes de Apoio e elabore os Diagramas de Cortante, Momento
Torgcor e Momento Fletor.

Y
3 kN/m

% HHHH,
z / /
y!
A

3m Im

1° Passo — Calculo das Reacgbes de Apoio
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2° Passo — Equilibrio das Barras

Ponto A

Fya=13 kN

Iv

Mxa = 18 kNm —> = X—>> Mxa'
Z

Fya
Mza= 52,5 kNm

Mza’
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Barra AB
Fya=13 kN
TY 4 kN
>>I

Mxa =18 kNm

TR
;A/JA I/B
Mzb \L
Mza = 52,5 kNm Fyb

3m

>> Mxb
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Barra BC

Mzb = 13,5 kNm

Mxb Mxc
Mzb 666/]\\ ?— Mzc
Fyb Fyc
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Barra CD
] Y

3 kN/m |

Mxc &€ e \HrJrJ:JrJ:J;J:D X
™ X Z/\L

Z Fyc =9 kN Fyd
Mzc = 13,5 kNm

> Mxd

Mzd
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3° Passo — Esforgos internos

Nesse exercicio os pontos relevantes sdo os proprios ponto A, B, C e D, podendo ja
fazermos os Diagramas.

4° Passo — Montagem dos Diagramas de Momento Torgor, Cortante e Momento Fletor.

DMT (kNm)

QLGN WY

DEC (kN)

AN

DMF (kNm)

6
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2)  Calcule as ReacgGes de Apoio e elabore os Diagramas de Cortante, Momento
Torcor e Momento Fletor.

Y

Resolucgao:

1° Passo — Deslocando o eixo para a barra BC.
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2° Passo — Deslocando o eixo para o Ponto B — Vocé também pode deslocar para o Ponto C.

Faca agora da maneira de superposicao das vigas, conforme apresentado na videoaula:

Qual vocé achou melhor?
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3° Passo — Calculo dos esforcos internos:

Trecho A-A’

Trecho A-D
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Trecho B-B’
Y
3,5 kN
Z X
BI
B
%
Trecho B-D
Y
Z
3,5 kN £ X
B B
.1((\

A
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Trecho CD
L S
C
Tabela dos Esforgos Internos
Trecho Ponto Cortante Momento Fletor | Momento Torgor
A
A-A
AI
A-D D
B
B-B’
BI
B-D D
C
C-D
D
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4° - Elaboragao dos Diagramas dos Esforgos Internos

A

DEC (kN)

DMF (kNm)

DMT (kNm)
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Curso Anélise de Estruturas - Hiperestatica

CANAL O CALCULISTA

2
2
S

&

»Modulo VII
Estruturas Hiperestaticas
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Moddulo VII - Estruturas Hiperestaticas

7. As Estruturas Hiperestaticas

Neste mddulo, iremos estudar as Estruturas Hiperestaticas, que sdo definidas como
estruturas em que ndo é possivel determinar os valores de suas incognitas apenas usando as
equacdes de equilibrio da estatica.

Em geral, as equac@es de equilibrio fornecem condicfes necessarias mas ndo suficientes
para a determinacdo dos esforgos no modelo estrutural. Para determinar os esforgos em estruturas
hiperestaticas, € necessario 0 uso de outros metodos, o Método das Forcas e o Método dos
Deslocamentos.

Estudamos até agora as estruturas isostaticas, aprendemos a classifica-las, encontrar suas
reacOes de apoio, e determinar seus esforgos internos, isso nos da bagagem para entendermos e
analisarmos as estruturas hiperestaticas.

7.1- CondicOes de compatibilidade entre deslocamentos e deformacdes

As condic¢des de compatibilidade podem ser divididas em dois grupos:

o CondicbGes de compatibilidade externa: referem-se aos vinculos externos da
estrutura e garantem que os deslocamentos e deformagdes sejam compativeis com as hipoteses
adotadas com respeito aos suportes ou ligagcbes com outras estruturas;

o CondicGes de compatibilidade interna: garantem que a estrutura, ao se deformar,
permaneca continua no interior dos elementos estruturais (barras) e nas fronteiras entre os
elementos estruturais, isto é, que as barras permanecam ligadas pelos nds que as conectam
(incluindo ligacdo por rotacdo no caso de nao haver articulacdo entre as barras).

7.2 - Leis constitutivas dos materiais

Na teoria da elasticidade (Timoshenko & Goodier, 1980) estabelece que as relacdes da lei
constitutiva sdo equac0es lineares com parametros constantes. Nesse caso, diz-se que o0 material
trabalha em regime elastico-linear. O comportamento € considerado elastico quando, ao se
descarregar a estrutura, o material ndo apresenta deformacéo residual alguma, isto &, ele retorna
ao estado natural sem deformagdo. O comportamento € considerado linear quando existe
proporcionalidade entre tensdes e deformacdes.

Os exercicios desse curso sdo baseados em estruturas de materiais com comportamento
elastico-linear.
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7.3 - Métodos para andlise de estruturas hiperestaticas
7.3.1 — Método das forcas

Para uma solucdo correta na analise das estruturas, é necessario que as condi¢cdes de
equilibrio, compatibilidade e leis constitutivas sejam satisfeitas simultaneamente.

No Método das Forcas, as incognitas principais da estrutura sdo forcas e momentos, que
podem ser as reacdes de apoio ou esforcos internos. As outras incognitas serdo substituidas em
equacbes de compatibilidade. Essas forcas e momentos excedentes sdo chamados de
hiperestéticos.

O numero de hiperestaticos € igual ao numero do grau de hiperestaticidade (Gh) da
estrutura estudado no médulo | desse curso. (Reveja para lembrar).

A estrutura sera dividida em sistemas, e 0 numero de sistemas sera igual ao numero de
hiperestaticos + 1. Sendo o sistema da estrutura isostatica auxiliar chamado de Sistema Principal
(SP).

Vamos explorar mais este método no madulo VIII.

7.3.1 — Método dos deslocamentos

No método dos deslocamentos, as incognitas principais da estrutura sdo deslocamentos e
rotagdes. Todas as outras incognitas sdo expressas em termos das incognitas principais escolhidas
e substituidas em equacdes de equilibrio, que depois sdo resolvidas.

Nesse método aborda a solucdo de maneira inversa ao método das forgas. Primeiro séo
utilizadas as condicOes de compatibilidade, em seguida sdo consideradas as leis constitutivas dos
materiais e finalmente, s&o utilizadas as condi¢des de equilibrio.

O numero de incognitas no método dos deslocamentos é igual ao nimero de incégnitas
excedentes nas equacgOes de compatibilidade.

Vamos explorar mais este método no maédulo IX.

7.4— Principio dos trabalhos virtuais (PTV)

Nesta aula vamos conhecer o principio dos trabalhos virtuais e aprender a calcular o
deslocamento de um determinado ponto em uma estrutura.

A deducdo das solucBes basicas, método das forcas e método dos deslocamentos, é feita
com base no principio dos trabalhos virtuais, através de duas formulac¢Ges — principio das forcas
virtuais e principio dos deslocamentos virtuais.

Esse PTV se baseia no principio da conservacdo de energia, onde o trabalho mecénico
realizado pelas cargas aplicadas em uma estrutura é igual a energia de deformacdo interna
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armazenada na estrutura. De acordo com que essas cargas sao removidas lentamente, o trabalho
mecanico vai ser recomposto, Como ocorre na compressao e descompressdo de uma mola.

O PTV pode ser divido em Principio das Forcas Virtuais (PFV), onde se escolhe um
sistema de forcas, denominado virtual, do qual se saiba que satisfaz a equacdo para impor
condicdes de compatibilidade a uma configura deformada qualquer e o Principio dos
Deslocamentos Virtuais (PDV), onde se escolhe uma configuracdo deformada, denominada
virtual, da qual se saiba que satisfaz as condi¢fes de compatibilidade.

7.4.1 — Principio das Forgas Virtuais

O principio das forgas virtuais (PFV) € uma das principais ferramentas para determinacéao
de deslocamentos em estruturas. Martha (2010), apresenta esse principio como:

Dada uma configuracdo deformada real e um sistema de forcas arbitrario (virtual) em
equilibrio, a igualdade entre o trabalho realizado pelas forcas externas (WEe) € igual a energia de
deformacdo elastica total armazenada na estrutura (U), estabelece uma condicdo de
compatibilidade para a configuracao deformada real.

We=U
Sendo que:

Wg = Y F.D - trabalho das forcas externas virtuais (F) com os correspondentes deslocamentos
externos reais (D);

S

= [&.e — energia de deformagéo interna virtual armazenada em uma estrutura, combinando
as tensdes internas virtuais (6) com as correspondentes deformagdes internas
reais (&); ou

U= [f.d — energia de deformagcdo interna virtual armazenada em uma estrutura, combinando
os esforgos internos virtuais (f) com as correspondentes deformagdes relativos
internos reais (d).

O PFV a sobreposicéo de efeitos, utilizando um sistema principal, chamado sistema real
e um sistema auxiliar, chamado sistema virtual.

O sistema virtual trabalha com a mesma estrutura, mas com cargas diferentes. Essas cargas
sdo compostas de uma forca (ou momento), escolhidas na direcdo do deslocamento (ou rotagéo)
que se deseja calculas e de suas reacfes de apoio. As cargas sdo chamadas cargas virtuais pois
ndo existem na realidade, sdo apenas para efeito do célculo.

A aplicacdo do PFV para o calculo de deslocamentos em estruturas que trabalham a flexédo
resulta no célculo de uma integral que combina diagramas de momentos.

A expressdo geral do PFV para célculo de um deslocamento geneérico devido a solicitacdes
externas em um portico plano:
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=%U1V.du + j1\71.d0 +f@.dh]
Sendo,

Deslocamento axial relativo interno provocado por esfoco normal:

du=" 4
“EA™

Rotacao relativa interna provocada por momento fletor

Delocamento tranasversal relativo interno provocado por esforgo cortante:

dh = )(% dx

Temos,

+fM'Md + d
X I X )( X

Obs.: No caso de grelhas é substituido a parcelo do esforco Normal pela parcela referente ao
Momento Torcor (T) e a rotacdo relativa interna por torcdo no sistema real (d¢) ficando a

formula:
A= j j M.M d + d
- e, © El * X x

Aplicando o PFV para célculo de deslocamentos em estruturas que trabalham a flexdo
resulta no célculo de uma integral que combina diagramas de momento fletores nos sistemas real
e virtual. A tabela de Kurt Beyer, mostrada a seguir apresenta expressoes para avaliar essa integral
para diagramas usuais em uma barra com rigidez a flexdo El constante ao longo do seu
comprimento.
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TABELA DE KURT BEYER

_ . El
VALORES DAS INTEGRAISIMde PARA RETAS DE COMPRIMENTO L E INERCIA CONSTANTE L = LIE—lc
P— R B _ vl Puavaho\a do — Parabola do — l’eavabﬂla do -~ m
M M s v MB 20 grau M, 2 grau M 2 grau M
M — Tem— Tpe—— T i — 1
] UMM S UMM, ELM(M;MB) LMW, FLMN, FLMN, SLMM
M 1 = 1 — 1 e TRS— 5 = T, o Vs -
| 5 LM M L MM, st MMz 2M, ) ELMEM,,, 7t MM 7o, EL(1+a/L)MBM
M, 1, - U, 1 o meu = 1, 1, 1, = 1, =
s S LMM 55 MM, ot M,(2M, +M,) FEMM, ZEMM, 77 - MM, G LB,
M " vm i - | 1 s | Lm
M, °| LoMmam)n| Lo om)m, of MCMaMy) 1 L v amgm, | L LM, +5M), LL‘(MA+3MB)MB o )
i‘ 2 6 + M(2Mg+M,)] 3 12 12 +M(1+a/L)]
S °M, 2 — 1 _ 1 . 8 _ 7 _ 1 _ 1 —
2°9 m 1 2 B SRS ) N b — '(1+ 2
TN | g LMW, 3 UM, (M, +¥,) SLMM, LMW, SLMF, 3 LM Fi
S M 2em 5 i L w3, +5M,) LM B M ERTVE RN &
—| 3™ UMM, | 15 L Ma(3M, M, 15 MM, 15 “MeMs 1o - MM | LA (AL MG
M e /[ L= o= [m— L, st 2 w1 Ly i
l"l’j TLmM UMM, T3 LML(5M,+3M) 5 LM, 3o M, 5L, EL[5 -alL- (LM, M
GaewEl M, 1, = T—— 1, = T 3, 1, — |1, _
/ FLMM 7 & MeM 75 LM (M, +3M,) SLMM, T3 UMM, SLM, Lt-at- (@LyIM M
M Parata do Lo 1, _ 1 , _ | [ — 2 o 1 s o= 1 < s
t“ = 3 L'mM Y L' MM, B L'M,(3M, +M,) 3 L'M,M, iz L'M,M, % L'M,M, E|_’[1 -BIL- (BLYIM, Vi
M 1, = |1 _ Lo Moo |1 _ |1 _
ST | MM cranum| oMU AN ap ML U AL (UMY oty UM
2 6 L + (1+a/lL)M ] 3 12 12 3
o B ( ) B

Esta tabela serd utilizada para determinar deslocamentos ou rotagdes nas direcdes de
vinculos eliminados de estruturas hiperestaticas utilizando o Método das Forgas apresentado no
Modulo 8.

7.4.2 — Principio dos Deslocamentos Virtuais

O principio dos deslocamentos virtuais (PDV) é uma das principais ferramentas para a
determinacdo de forcas (e momentos) necessarias para impor uma determinada configuracdo
deformada compativel com uma estrutura. Esse principio diz que:

e Dado um sistema de forcas real e uma configuracdo deformada arbitraria (virtual)
compativel, a igualdade W, = U estabelece uma condicéo de equilibrio para o
sistema de forcas real.

Sendo que:

Wg = Y F.D - trabalho das forcas externas reais (F) com os correspondentes deslocamentos
externos virtuais (D);

S

= [0 .& - energiade deformagdo interna virtual armazenada em uma estrutura, combinando
as tensdes internas reais (o) com as correspondentes deformacGes internas
virtuais (£); ou

U= [f.d — energia de deformagcdo interna virtual armazenada em uma estrutura, combinando
os esforcos internos reais (f) com as correspondentes deformacdes relativos
internos virtuais (d).
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O Principio dos Deslocamentos Virtuais também utiliza o sistema principal e um sistema
auxiliar virtual, como no PFV. O sistema virtual trabalha com a mesma estrutura, porém com uma
configuracdo deformada escolhida de tal maneira que a Unica forca (ou momento) desconhecida
(a que se deseja calcular) produza trabalho externo. Essa configuragdo virtual ndo existe na
realidade, é apenas para o calculo. (Martha, 2010).

Sistema Real Sistema Virtual
Da=1
P1 r/"\-\"“---.._____ D.l..._= bﬂ.
! | e T T ——
A;; ifB A: —=\B
— b - — b |
- 1 1 | ; 4

O PDV também pode ser utilizado para determinar um esforgo interno em uma estrutura.
Para tanto, € necessario escolher uma configuragdo deformada virtual que isole, na equagdo Wy =
U , o esforco que se quer calcular.

A grande vantagem do PDV é a determinacédo de forgas ou momentos, externos e internos,
que equilibram uma estrutura qualquer (isostatica ou hiperestatica) que tenha uma configuragéo
deformada conhecida (ndo rigida, no caso geral).

A expressdo geral do PDV para o célculo de uma forga externa genérica atuando em um
ponto de um portico plano para manter seu equilibrio é apresentada a seguir, sendo desprezada a
energia de deformacdo por efeito cortante.
- 1 — _
Wg=U->P = ZUN.du + fM.dH]
Sendo,
Deslocamento axial relativo interno provocado por esfogo normal:

d —Nd
u=ppdx

Rotagao relativa interna provocada por momento fletor

a9 =24
“E

fN'Nd +fM'Md
Ea £l ¢

>l =
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Obs.: No caso de grelhas € substituido a parcela do esforco Normal pela parcela referente ao
Momento Torcor (T) e a rotacdo relativa interna por torgdo no sistema real (d¢) ficando a

férmula;
b - 1 fT.Td +]M'Md
B El

Estudaremos mais a fundo esse principio no Mddulo 9 — Método dos Deslocamentos.

7.5 Exercicios

1) Calcule o deslocamento vertical do Ponto C da viga a seguir, desprezando-se o
efeito das deformaces devidas a forca cortante e axiais. EI = 200000 KNm2 (constante).

16 kNfm

IEENEEER Y
AN A

2m 4m

6m

1° Passo - Calcular as reagdes de apoio:
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2° Passo — Elaborar o Diagrama de Momento Fletor

3° Passo — Calcular as reacdes de apoio com o Carregamento Unitario.

2m 4 m

A N

6 m
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4° Passo — Elaborar o Diagrama de Momento Fletor do Carregamento Unitario.

5° Passo — Usar a tabela de Kurt Beyer para encontrar o deslocamento.
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2) Calcule o deslocamento vertical do Ponto B da estrutura, desprezando-se o efeito
das deformacdes devidas a forca cortante. El = 2 x 10° KNm2 (constante).

10 kN
5 kN/m

lllllHH

\\ AN

1° Passo — Encontrar a Equacdo do Momento em relacdo a X:

2° Passo — Encontrar a Equacdo do Momento para um Carregamento Unitario em relacao
ax:

5 B

3m
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3° Passo — Calcular o deslocamento no ponto usando a integral:

A= 1 jN'Nd +jM.Md +f Q.Qd
~ P EFa ™ El X7 6a
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3) Na viga do exercicio anterior, calcular a rotacdo da secédo B, desprezando-se o efeito
das deformac0es devidas a forca cortante.

Formula:
= [
b = | g
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4) Calcule o deslocamento horizontal e a inclinagdo no ponto B da viga a seguir,
desprezando as influéncias das deformagdes axiais e da forga cortante. EI = 2,0 x 10° kNm?
(constante).

8 kN/m

6m

1° Passo — Calcule as reacdes de apoio

2° Passo — Encontre a Equacéo Q(X).
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3° Passo — Encontre a Equacdo da Cortante.

V(x) =— J Q(x)dx

4° Passo — Encontre a Equagdo do Momento.

M(x) = j V(x)dx



165
Curso Andlise de Estruturas - Hiperestaticas — Mddulo VII — Principio dos Trabalhos Virtuais

5° Passo — Calcule as reag6es de apoio da carga unitaria.

1 kN

2 '

6m

6° Passo — Determine a Equacdo do Momento da Carga Unitaria.

]
A

Xm
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7° Passo — Tabela de Equacdes de Momento

Equacdo do Momento Equacdo do Momento

Trecho Comprimento (L)(m) (kNm) (Unitério) (kNm)
AB
8° Passo — Calcule a Integral.
MM
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9° Passo — Calcule a rotacdo no Ponto B pela integral:

6 M
Hsz —dx
o EI
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5) Calcule o deslocamento horizontal no ponto A da viga a seguir, desprezando as
influéncias das deformagdes axiais e da forca cortante. EI = 1,5 x 10° kNm?2 (constante).

4 KNm SIN
G : 8

5m 5m

1° Passo — Calcule as reacdes de apoio

2° Passo — Encontre a Equacdo do Momento do trecho AB em relacdo a X.

Trecho AB

4 KNm

A

Xm
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Trecho BC

Mc=26 kNm
Ei— Hc= 0 kN
CF

* {
Xm Vce=6 kN

3° Passo — Calcule as reacdes de apoio com Carregamento Unitario.
1 kN
A B CE
l |

T 1

5m 5m
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4° Passo — Equacdes do Momento dos trechos AB e BC em relacdo ao Carregamento

Unitario.
Trecho AB
1 kN
A
| }
Xm
Trecho BC
Mc' =10 kNm
T
< He’ =0 kN
BR
Xm '

5° Passo — Tabela das Equag6es de Momento:

Comprimento Equacgdo do Momento

Trecho (L)) (kNm)

Equacdo do Momento
(Unitério) (kNm)

AB

BC



171
Curso Andlise de Estruturas - Hiperestaticas — Mddulo VII — Principio dos Trabalhos Virtuais

6° Passo — Resolver a Integral igualando os momentos com os respectivos trechos.

5, = | —
d El
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6) Calcule o deslocamento horizontal no Ponto D do pértico abaixo, desprezando as
influéncias das deformagcdes axiais e da forca cortante.. El = 2,0 x 10° KNm?2 (constante).

50 kN
s 3
3,0m
A D |
/777 f—

1° Passo — Calcular as reac@es de apoio.
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2° Passo — Elaborar o Diagrama de Momento Fletor.

Ponto A

Ha=50kN<7$

Va =30 kN
Ponto D
A\
vVd = 30 kN
Ponto B
50 kN
_.. 8
3,0m

Ha=50kN7S

Va =30 kN
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Ponto C
c _
3,0m
yANS
Vd =30 kN

Diagrama de Momento Fletor

3° Passo — Calcular as reacdes de apoio com carregamento unitario.

3,0m
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4° Passo — Elaborar o Diagrama de Momento Fletor.

Ponto A

Ha=1kN<ZS

Va=0kN

Ponto D

DA—lﬂ kN

Vd = 0 kN
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Ponto B

3,0m

Ha=1kN 4—:“ 1

Va =0 kN

Ponto C

3,0m

DA—P TkN |

>

Vd =0 kN

Diagrama de Momento Fletor
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5° Passo — Usar a Tabela de Kurt Beyer para encontrar o deslocamento.

Barra AB

;150
/ kNm

/
/

0 kNm

Barra BC

+

0 kNm

» 3 KMNm

Barra BC

3 kNm

3 kNm
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6° Passo — Fazer a soma e dividir por El

7) Calcule o deslocamento vertical horizontal do Ponto B do portico a seguir, desprezando as
influéncias das deformacdes axiais e da forca cortante. Considere EI = 1,5 x 10° kNm2

10 kN/m

EREEEREER

2m
L D 15 kN

2m

5m

1° Passo — Calcule as reacdes de apoio.
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2° Passo — Encontre as Equac6es de Momento em cada trecho.

Trecho AB

Xm Ma = 95 kNm

Ha = 15 kN==> 777

Va=50 kN

Trecho BC

10 kN/m

vy v v vy

2m

Dle— 15 kN

Trecho CD

Xm

Dle— 15 kN
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3° Passo — Calcule as reag6es de apoio com o Carregamento Unitario.

2m
1 Dl 1 kN

2m

5m

4° Passo — Encontre as Equagdes de Momento em cada trecho.

Trecho AB’

Xm Ma'= 2 kNm
Y4
{

Ha'= 1 kN <— 777

Va'=0 kN
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Trecho BC’
C
2m
Di— 1 kN
Xm
Trecho CD’
Xm
Dl-»1 kN L
5° Passo — Tabela de Equacdes de Momento
Trecho Comprimento  Equacdo do Momento (kNm) ~ Cdqaga0 do Momento
L (Unitario) (kNm)
(L)(m)
AB
BC

CD
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6° Passo — Determinar o deslocamento resolvendo a integral:

o _ [ M
@ | EI
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8) Calcule o deslocamento vertical do N6 D da trelica vista na figura abaixo Considere os nds
como rétulas perfeitas e as barras com inércia EA = 16000 kN.

1° Passo — Calcule as reacdes de apoio da trelica.
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2° Passo — Determine o valor do Esfor¢co Normal em cada barra.
N6 A

Nac

oL
Ha= 0 kN :2; > Nab

Va=25kN

N6 D

Ncd « lD

Nbd
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Ndb

3° Passo — Calcule as reac6es de apoio com o carregamento unitario

1 kN

C 2 }
/vn 1,5m
A ’ |
VAR A

2m 2m 2m
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4° Passo — Determine o valor do Esforco Normal em cada barra.

No A’
Nac'
oL
Ha'= 0 kN .b > Nab'
Va'= 0,5 kN
No D’
1 kN
Ncd'g l D
L

Nbd’
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No B’
Nbc' Ndb'
N b' oL oL
ab'q -
/\B
Vc'= 1,5 kN

5% Passo — Tabela dos Esforgos de cada barra

Barra NG Inicial N6 Final N N L NNL
1 A B
2 C D
3 A C
4 C B
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6° Passo — Encontrar o descolamento resolvendo a integral:

1 _
) =—ZNNL
b™Ea

9) Calcule o deslocamento vertical do N6 D da trelica vista na figura abaixo Considere
0s nds como roétulas perfeitas e as barras com inercia EA = 25000 kN.

7kN 7 kN
D+ 3 ‘E
/\/\ 15m
A C
KT v T X
2m  2zm | zm | 2m

1° Passo — Calcule as reacgdes de apoio da trelica.
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2° Passo — Determine o valor do Esfor¢co Normal em cada barra.

N6 A

Nad

oL
Ha= 0 kN :Z; t>Nab

Va=7kN

Nec

Nbc C

Vc=7 kN
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N6 E
Nde E -
Nbe Nec

N6 D

Nde

Nad Ndb
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191

3° Passo — Calcule as reac6es de apoio com o carregamento unitario

1 kN

4 5 6 7 15m

4° Passo — Determine o valor do Esforgo Normal em cada barra.

No A’

Nad

oL
Ha'= 0 kN .2; [>Nab

1

Va'=0,75 kN
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N6 C
Nec
oL
Nbc < Ac
Vc'=0,25 kN
N6 E
Nde < L ——
oL oL

Nbe Nec
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N6 D

————— y, >Nde

Nad Ndb

5° Passo — Tabela dos Esforgos de cada barra

Barra NG Inicial N6 Final N N L NNL
1 A B
2 B C
3 D E
4 A D
5 D B
6 B E
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6° Passo — Encontrar o descolamento resolvendo a integral:

1 _
) :—ZNNL
b™Ea
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Curso Analise de Estruturas - Hiperestatica
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2
S

&
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Método das Forcas
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Mdédulo VIII — Método das Forgas
8. Metodo das Forcas

Neste mddulo vamos aprender a resolver estruturas hiperestaticas utilizando o Método
das Forcas.

O Método das Forcas é um dos métodos classicos para andlise de estruturas
hiperestaticas, ele é chamado assim porque as incognitas sdo forgcas (ou momentos), mas também
é conhecido como método da compatibilidade ou método da flexibilidade. Sua metodologia se
baseia em “Somar uma série de solucdes basicas que satisfazem as condi¢des de equilibrio mas
ndo satisfazem as condi¢Ges de compatibilidade da estrutura original, para, na superposigao,
restabelecer as condicdes de compatibilidade”, Martha 2010.

Na pratica, dividiremos a estrutura em um Sistema Principal (SP) e Sistemas Auxiliares.
O Sistema Principal é composto por uma estrutura isostatica, as forgas e momentos associados
aos vinculos liberados sdo as incognitas do problema, chamados de hiperestaticos. O nimero de
vinculos a serem eliminados € igual ao grau de hiperestaticidade, Gh, aprendidos no mdédulo |
deste curso. A escolha do Sistema Principal é livre, qualquer estrutura isostatica pode ser
escolhida, desde que seja estavel estaticamente. O namero total de sistemas é sempre igual ao
grau de hiperestaticidade (Gh) mais um (Gh +1).

Os esforgos associados aos vinculos eliminados sao as rea¢des de apoio X; onde i € 0
indice que varia de 1 ao n° de Gh.

Exemplo:
Determine opgdes para a seguinte estrutura:

1 kN/m

ERERREREEE

i

D,

A

1 kN/m 1 kN/m

wlnl«l#HJrlrc- 4444##4&;

i
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8.1 Matriz de flexibilidade e vetor dos termos de carga

Para determinar os valores de X; correspondentes, é feita a superposicao de casos basicos,
utilizando o SP como estrutura para as solugbes bésicas para restabelecer as condi¢Ges de
compatibilidade, para isso utilizaremos a matriz de flexibilidade apresentada a seguir:

é‘10} [511 512] {X1} 0
_.|_ =
{520 821 023 x X 0
Resultando no sistema:

{610 + 511X1 + 612X2 = 0
620 + 521X1 + 522X2 =0

Esses termos e coeficientes correspondem a deslocamentos ou rotacdes nas dire¢des dos
vinculos eliminados do sistema principal adotado, para determina-los usaremos o Principio das
Forcas Virtuais (PFV), estudadas no modulo 7.

8.2 Determinagéo dos termos de carga e coeficientes de flexibilidade

Nos exercicios de PFV, nds usamos um sistema real de deformacdo e um sistema de
forcas virtuais, com uma carga virtual generalizada aplicada sobre o ponto e na direcdo do
deslocamento ou rotacdo que queriamos calcular. No método das forcas para determinarmos 0s
termos de carga J;,, 0 sistema real de deformacédo € o caso (0), no qual tem os valores dos
hiperestaticos igual a zero. J& no sistema de forcas virtuais varia de acordo com o termo de carga
que se deseja determinar.

Por exemplo, para encontrar o termo §;, € a combinagdo do caso virtual (1) com o caso
real (0), para o termo §,; é a combinacdo do caso virtual (2) com o caso virtual (1), e assim
sucessivamente.

A equacdo que expressa o calculo de um deslocamento ou rotacdo em um ponto de um
portico plano pelo PFV, a expressdo geral para o termo da carga &;, e coeficientes de
flexibilidades &;; e:

(NN M; . M; Q:-Q;
Sij—fEA dx+f El dx+J)( EA dx

Onde,

N = diagrama dos esfor¢os normais;

M = diagrama dos momentos fletores;
Q = diagrama dos esforgos cortantes;

E = mddulo de elasticidade do material;

G = é 0 modulo de cisalhamento do material;



198
Curso Andlise de Estruturas - Hiperestaticas — Mddulo VIII — Método das Forgas

A = area da secdo transversal;
I = momento de inércia da secdo transversal

x = fator de forma da secdo transversal que define a area efetiva para cisalhamento.

O termo de carga € encontrado sempre que o j = 0, e 0s coeficientes de flexibilidade
foremj # 0.

A Ultima integral da equacgdo, da energia de deformagdo por cisalhamento, é geralmente
desprezada na presenca das outras integrais para o caso, muito usual, de barras ndo curtas — com
comprimento de vdo bem maior que a altura da secéo transversal.

Nas trelicas, s6 existem esforcos internos normais e constantes em cada barra como ja
estudamos no mdédulo 5. Para trelicas com barras com secdo transversal constante (barras
prismaticas), a expressao para o termo de carga e coeficientes de flexibilidade pode ser reduzida

em.:
N; .N; Ni.N;.1
Oyj = f EA dx_Z[ EA ]

Onde,

[ é o comprimento da barra.

Em grelhas, ndo existe o termo da energia de deformacdo axial e ha um termo para a
energia de deformacdo por torcdo. A expressao para o termo de carga e os coeficientes de
flexibilidades em grelhas, desprezando a energia de deformacao por cisalhamento é:

oo (MM (TLT
if_f El x+JG] *

Onde,
T = diagrama de momento torgor;
G = é 0 madulo de cisalhamento do material;

J = momento de inércia a tor¢ao da secao transversal.

Apobs a determinacdo de todos os termos de carga e coeficientes de flexibilidades, deve
ser aplicado os resultados obtidos na matriz de flexibilidade, item 8.1 deste modulo, e resolvido
0 sistema.

A solugdo da estrutura ndo termina na obtencdo dos valores dos hiperestaticos X; , é
necessario obter os diagramas de esforcos internos e dos deslocamentos da estrutura, calculando
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ou utilizando os valores de X; como esforcos se fossem forcas ou momentos na estrutura, ou
utilizando a propria superposi¢do de casos basicos para a obtencdo dos esforgos internos (ou
deslocamentos) finais.

Nos exercicios deste curso utilizaremos a tabela de Kurt Beyer para a compatibilidade
dos esforcos, essa é a metodologia mais aplicada no ensino da hiperestatica nas universidades do
Brasil e a mais pedida entre os alunos.

Vamos aos exercicios, pois é praticando que se aprende.
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Exercicios:

1) Determine os valores das Rea¢fes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir,
usando a tabela de Kurt Beyer. Considere EI = 25000 KNm?

10 KN/m

EEEEEEEEN
A AB

i

m

Resolucéo
1) Determine o Grau de Hiperestaticidade;

2) Determine o Sistema Principal (S0), e o(s) sistema(s) virtual(ais);
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3) Elabore o Diagrama de Momento Fletor de cada Sistema (use uma folha extra
para os calculos);

4) Determine os valores de 810, 920, d11, 012721, O22:
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5) Resolva a equagéo 6;9 + 8;1. X1 =0

6) Determine todas as ReacGes de apoio usando as equacOes da estatica.



203
Curso Andlise de Estruturas - Hiperestaticas — Mddulo VIII — Método das Forgas

2) Determine os valores das Reacbes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir,
usando a tabela de Kurt Beyer. Considere EI = 25000 kNm2.

5 kN/m

T T T T T

4m
D ——
‘5::: 4m
A
7777 -
gm
Resolucéo

1) Determine o Grau de Hiperestaticidade;

2) Determine o Sistema Principal (S0), e o(s) sistema(s) virtual(ais);
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3) Elabore o Diagrama de Momento Fletor de cada Sistema (use uma folha extra
para os calculos);

4) Determine os valores de 810, 920, d11, 012721, O22:
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5) Resolva as equacdes:
610 + 611.X1 + 612.X2 = 0

520 + 621.X1 + 622.X2 = 0

6) Calcule o valor das reacdes de apoio usando as equacdes da estatica.
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3) Determine os valores das ReacGes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir,
usando a tabela de Kurt Beyer. Considere EI = 25000 kNm2.

3 kN/m 3 kN/m 3 kN/m

TP i Ty rorreeyyy
gy A Zay Ay

Resolucéo

1) Determine o Grau de Hiperestaticidade;

2) Determine o Sistema Principal (S0), e o(s) sistema(s) virtual(ais);
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3) Elabore o Diagrama de Momento Fletor de cada Sistema (use uma folha extra
para os calculos);

4) Determine os valores de 810, 920, d11, 012721, O22:
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5) Resolva as equacdes:
610 + 611.X1 + 612.X2 = 0

520 + 621.X1 + 622.X2 = 0

6) Calcule o valor das reacdes de apoio usando as equacdes da estatica.
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4) Determine os valores das ReacGes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir,
usando a tabela de Kurt Beyer. Considere ElI = 25000 kNm2. Resolva utilizando rdtulas e
momentos.

3 kN/m 3 kN/m 3 kN/m

IR,
B/\ LA\ P

3m ' 3m ' 3m

Resolucéo

1) Determine o Grau de Hiperestaticidade;

2) Determine o Sistema Principal (S0), e o(s) sistema(s) virtual(ais);
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3) Elabore o Diagrama de Momento Fletor de cada Sistema (use uma folha extra
para os calculos);

4) Determine os valores de 810, 920, d11, 012721, O22:
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5) Resolva as equacdes:
610 + 611.X1 + 612.X2 = 0

520 + 621.X1 + 622.X2 = 0

6) Calcule o valor das reacdes de apoio usando as equacges da estatica.
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5) Determine os valores das Reacbes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir,
usando a tabela de Kurt Beyer. Considere EI = 25000 kNm2.

4 KN/m

EEREEEEE

AANAN

3m

8m

Resolucéo

1) Determine o Grau de Hiperestaticidade;

2) Determine o Sistema Principal (S0), e o(s) sistema(s) virtual(ais);
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3) Elabore o Diagrama de Momento Fletor de cada Sistema (use uma folha extra
para os calculos);

4) Determine os valores de 810, 920, d11, 012721, O22:
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5) Resolva as equacdes:
610 + 611.X1 + 612.X2 = 0

520 + 621.X1 + 622.X2 = 0

6) Calcule o valor das reacdes de apoio usando as equacdes da estatica.
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Curso Analise de Estruturas - Hiperestatica
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Moddulo IX — Método dos Deslocamentos

9. Método dos Deslocamentos

Neste mddulo vamos aprender a resolver estruturas hiperestaticas utilizando o Método
dos Deslocamentos.

O Método dos Deslocamentos, € um método dual ao Método das Forgas. Neste método as
incognitas principais do problema séo deslocamentos e rotagdes. Todas as outras incognitas séo
expressas em termos das incognitas principais escolhidas e substituidas em equacfes de
equilibrio, que depois sdo resolvidas. Diferente do Meétodo das Forcas, a sequéncia de introducao
das condicgdes basicas € inversa:

1° - Condigdes de contorno;
2° - Leis Constitutivas dos materiais;
3° - Condicoes de equilibrio;

O ndmero de incdgnitas no método dos deslocamentos € igual ao nimero de incognitas
excedentes nas equagdes de compatibilidade.

“Cada caso vai satisfazer isoladamente as condi¢des de compatibilidade (continuidade
interna e compatibilidade com respeito aos vinculos externos da estrutura). Entretanto, os casos
basicos ndo satisfazem as condi¢des de equilibrio da estrutura original, pois sdo necessarios
forcas e momentos adicionais para manter o equilibrio. As condicGes de equilibrio da estrutura
ficam restabelecidas quando se superpdem todas as solugdes basicas. (Martha, 2010).”

9.1- Deslocabilidades e sistema hipergeométrico

As Deslocabilidades sdo as componentes de deslocamentos e rotagdes nodais que estéo livres,
isto é, que dever ser conhecidas para determinar a configuracdo deformada de uma estrutura. As
Deslocabilidades (Dj) sdo as incognitas do método dos deslocamentos.

Exemplo:
A A
7777 -
A A
AR /7777
/7777

( ) Deslocavel () Indeslocavel ( ) Deslocavel () Indeslocavel
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G H
E F
c D
A B
7777 7777

( ) Deslocavel () Indeslocavel

Além dos deslocamentos devemos analisar a possibilidade de Rotagdo na estrutura. Cada Rotagdo
também contara na sua deslocabilidade.

Ex.:

AE

A
fT7T7
G H
E F
c D
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Uma estrutura que tem todas as Deslocabilidades definidas € denominada estrutura
cinematicamente determinada.

O modelo estrutural utilizado nos casos basicos € 0 de uma estrutura cinematicamente
determinada obtida a partir da estrutura original pela adi¢do de vinculos na forma de apoios ficticios. Esse
modelo é chamado de sistema hipergeométrico (SH).

O SH é utilizado para isolar as diversas componentes cinematicas da estrutura, isto é, isolando o0s
efeitos de cada uma das suas Deslocabilidades.

Ex.:
GD m B
=[H Hlr
N
B &

(2]
1
L
]
L
o

9.2— Grau Hipergeometrico.

A determinacdo do grau hipergeométrico ¢ a quantidade de deslocabilidade da estrutura
(translacdo) somado ao nimero de rotagdes nodais e as rotagdes de extremidades, em resumo:

Gh = n° de deslocabilidade (translagdo) + n° de rotagdes nodais + n° de rotacdes de extremidade.

Exemplo 1- Determine o Grau Hipergeométrico das estruturas abaixo:

9 N
JB cl

A
7777

Gh = n° de deslocabilidade (translagdo) + n° de rotagdes nodais + n° de rotacdes de extremidade.
Gh=0+1+0

Gh=1
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Exemplo 2 —

A B
e T

Gh = n° de deslocabilidade (translagdo) + n° de rotagdes nodais + n° de rotacGes de extremidade.
Gh=1+2+0
Gh=3

Exemplo 3 —

A
s

Gh = n° de deslocabilidade (translac@o) + n° de rotac¢des nodais + n° de rotagdes de extremidade.
Gh=1+1+1

Gh=3

9.3 - Matriz de flexibilidade e vetor dos termos de carga

No Método das Forc¢as a matriz de rigidez era a seguinte:

510} 811 512] {X1} 0
_|_ =
{520 821 02 x X 0

Resultando no sistema;

{610 + 611X1 + 612X2 = 0
520 + 521X1 + 522X2 =0

Reescrevendo o sistema de equacdes de equilibrio para o Método dos Deslocamentos
temos:

{ﬁlo} n Ki1 K12]x{D1} _0
P20 Ky1  Kiz D, 0
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Onde,

B; = Reacdo no apoio ficticio associado a deslocabilidade D; para equilibrar o SH quando
atua a solicitacdo externa isoladamente.

K;; = Coeficiente de rigidez global: forca ou momento que deve atuar na direcdo de
D; para manter o equilibrio no SH.

D; = Deslocabilidade de uma estrutura: componente de deslocamento ou rotacdo livre
(ndo restrita por apoio) em um no da estrutura, na direcdo de um dos eixos globais.

{Bo} = vetor de termos de carga;
[K] = matriz de rigidez global;

{D} = vetor de deslocabilidade;

Resultando no sistema:

,310 + Ky1D; + K12D, =0
B20 + K21D; + K3,D, = 0

No caso geral, podemos escrever:

{Bo} + [K]{D} = {0}

9.4— Convencdes de sinais do Método dos Deslocamentos.

Os sinais positivos sdo considerados nos seguintes sentidos:

Forcas Horizontal i
Forca Vertical T +

Momento " 4+
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9.5— Tabelas de Grinter

Assim como no método das forgas usaremos as seguintes tabelas para a resolu¢do do método dos
deslocamentos. Deixarei disponivel em PDF para que possam imprimir com mais qualidade.

Vamos entao para 0s exercicios.

1) Determine os valores das Rea¢des de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir, usando o
Método dos Deslocamentos. Considere EI = 25000 kNm2.

1° - Calcular o Grau Hipergeomeétrico.

Gh = N°de Deslocabilidade + N° de rotagdes nodais + N° rotagdes de extremidade

2° Passo — Montar a o sistema principal (Sy) e o(s) sistema(s) auxiliar(es) (51,55, ...).
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3° Passo — Encontrar as Reacdes para todos os Sistemas (S;) com auxilio das tabelas.

Sistema Principal - S,

Sistema Auxiliar 1 - S,

O=1rad
3 ¢ )
JA E g
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4° Passo — Calcular os valores de [)’ij e Kij.

5° Passo — Calcular os valores de D; usando a matriz de flexibilidade.

P10+ Ki1.D; =0

6° Passo — Encontre as Reagdes de Apoio da Estrutura original.
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2) Determine os valores das ReacGes de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir, usando o
Método dos Deslocamentos. Considere EI = 25000 kNm2.

4 kN/m

YV v v v vy vy vy v vy vy vy
%A QB ﬁ?

I 1 i
r T 1

3,6 m 52m

1° - Calcular o Grau Hipergeomeétrico.

Gh = N°de Deslocabilidade + N° de rotagdes nodais + N° rotagdes de extremidade

2° Passo — Montar a o sistema principal (Sy) e o(s) sistema(s) auxiliar(es) (51,55, -..).
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3° Passo — Encontrar as Rea¢Oes para todos os Sistemas (S;) com auxilio das tabelas.

Sistema Principal - S,

TTTII T ST T T TIT T 1]
AA I;BA::BC éc
/7777

Sistema Auxiliar 1 - S,

0=1rad 0=1rad

) (3 |
/\A Cea  Jpc /_\f:

3.6 m 52m
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4° Passo — Calcular os valores de ,Bij e Kl-j.

5° Passo — Calcular os valores de D; usando a matriz de flexibilidade.

P10+ Ki1.D; =0
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6° Passo — Calcular as ReacGes de Apoio da estrutura original.
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3) Determine os valores das Reac¢des de Apoio da Estrutura Hiperestatica a seguir, usando o
Método dos Deslocamentos. Considere EI = 25000 kNm2.

12 kN/m

RN NN
JA AB CA 3]

I 1 L !
I T T 1

1° - Calcular o Grau Hipergeomeétrico.

Gh = N°de Deslocabilidade + N° de rotagdes nodais + N° rotagdes de extremidade

2° Passo — Montar a o sistema principal (Sy) e o(s) sistema(s) auxiliar(es) (51,55, -..).
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3° Passo — Encontrar as Rea¢0es para todos os Sistemas (S;) com auxilio das tabelas.

Sistema Principal - S,

12 kN/m

y el iy
2

JA BA

12 kN/m

(L 44/

P11l iiilille

cBl

!
1

12 kN/m

I EEERRR
S ]

I |
I 1
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Sistema Auxiliar 1 - S,
g8=1rad 6=1rad
3 F ) 3 E 3 F
JA Egx ~ JBC cB'C Jep [5]#
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Sistema Auxiliar 2 - S,

6=1rad o=1rad

c D G

3
I Egar JBC cBT cp” o

/ 1/
N

I ! L | L |
I T r 1
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4° Passo — Calcular os valores de [)’ij e Kij.
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5° Passo — Calcular os valores de D; usando a matriz de flexibilidade.

,810 + Kll'Dl + KlZ'DZ —_ 0

320 + K21.D1 + KZZ'DZ — O



235
Curso Analise de Estruturas - Hiperestaticas — Mddulo IX — Método dos Deslocamentos

6° Passo — Calcular as ReacGes de Apoio da estrutura original.



